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Polynémes unitaires de norme minimale

e Pour tout entier d > 0, on désigne par &; 'espace vectoriel complexe des
polynomes & coefficients complexes de degré au plus d et par U; le sous-ensemble
des polynémes unitaires de degré d.

Premiére partie

e Soit n € N* et soient 1, ... ,x, des nombres complexes distincts. On considére
le polyndome

n

P(X):H(X—fﬁk),

k=1
et 'on désigne par P’ le polynome dérivé de P.
1. Pour tout entier 5 tel que 1 < 7 < n, on pose :

P (X)
(X — ) P’ (z;)

Pi(X) =

a) Montrer que cette expression définit un polynéme P; de degré n — 1.

b) Calculer P; (xj) pour 1 < k < n et montrer que, pour tout polynéme F, le
n

polynoéme Ly = Z F (x;) P; prend la méme valeur que F en tous les points

j=1
Llyeoo s Tp.

n
c) Montrer que Z P, =1.
j=1
d) Les polynomes P;, 1 < j < n, forment-ils une base de &,_; 7

n—1
2. Pour 1 < j < n, on pose P;(X) = meXi ou b;; € C. Soient V et B les
i=0
matrices complexes n X n dont les éléments a la "¢ ligne (1 < i< n)etala
7€ colonne (1 < j < n) sont (;)” " et b;_1,; respectivement. Montrer que V'
est inversible, et que V' et B sont inverses 'une de 'autre.
n

1 J
. Déterminer la valeur de M pour
P’ (z;)

3. a) Montrer que b,_;; =
] = ()

0<y<n—1.



b) En déduire que Z
k=1

(X — ZEk)nil
P ()

est un polynéme constant que 1’on calculera.

» Dans toute la suite, d € N* est un entier fixé, et K est une partie compacte du

plan complexe, contenant au moins d + 1 éléments. On pose p = sup|z|. Pour
zeK
tout polynome Q) € &4, on pose :

1@l = sup|Q (2)].
zeK

Deuxiéme partie

d
e Pour tout polynome Q € & défini par Q (X) = ZaiXi, on pose :
i=0
N (Q) = sup |a|.
0<i<d

1. a) Montrer que Q — N (Q) et Q — ||Q]||x sont des normes sur &; et qu’elles
sont équivalentes.

b) La fonction @ — ||Q|| x est-elle continue sur I’espace vectoriel normé (&, || ||x) ?

2. a) Majorer Cs;elgi A‘Z‘VQ(Q;) en fonction de p.
QR#0
b) On choisit n = d + 1 points distincts dans K, z1,... , 241, et 'on reprend
les notations de la premiére partie. On pose § = sup |b;;|. En utilisant
S5t

les résultats de la question I.2, montrer que :

supM <pd+1).
et 1Qlx
Q70

» Dans toute la suite du probléme, on pose : m = énbf{ Q|| x-
€Uq
3. a) Montrer que 0 < m < p?.
b) Montrer que inf = m.
) que  inf [|Qllx =m
QI x<p?

c) Montrer qu’il existe Qo € Uy tel que ||Qol|x = m.
Troisiéme partie
1. Soient k € N* et ¢ € C*. Soit 2y € C. On considere le polynome

Q(X)=1+c(X —2z)".



Démontrer, pour tout € > 0, existence de z € C tel que |Q (2)| > |Q (20)] et
|z — 20| = €.

» indication : on introduira un réel 6 tel que c = |c|e®.

2. Plus généralement, soit Q € &; et soit zg € C. On suppose que Q (z)) = 1 et
que () n’est pas constant.

a) Montrer qu’il existe un entier £ > 1, un nombre complexe ¢ # 0, et un
polynome R tels que R (zg) =0 et :

QX)=1+c(X —2)" (1+R(X))
b) Montrer que, pour tout réel € > 0, il existe z € C tel que |z — zg| = ¢ et
Q(z) =1+ c[e" (1 + R(2))

c) Montrer que, pour tout réel r > 0, il existe z € C tel que |z — 2| < r et

Q (2)] > 1@ (20)] -

» indication : utiliser b) et majorer 1+ |c|e* — |Q (2)].

3. a) Montrer que la propriété démontrée a IT1.2.c) est satisfaite pour tout polynoéme
non constant ) € &; et pour tout point zy € C.

b) En déduire que, pour tout Q € &; :

sup @ ()| = sup [Q (2)] .

el<1 2|=1
c) Soit Q € &; et @ défini par Q (X) = XQ (%) . Montrer que Q € &, et que :

sup [Q (2)] = sup [Q (2)].

|2|=1 |2|=1

4. Dans cette question, on choisit K = {z € C / |z]| < 1} . Montrer que le polyndéme
Qo (X) = X9 satisfait

1Qollx = m.

Quatriéme partie

1. Soient zy et z; deux nombres complexes non nuls. Montrer que |zg+ z1| =
20| + |21] si et seulement 8l existe un réel A > 0 tel que 21 = Az.

» Pour Q) € &;, on pose

M(@Q)={ze K/ |Q(2)| = Qlx}.



2. On suppose qu’il existe des polyndémes distincts Qg € Uy et ()1 € Uy vérifiant

1Qollx = [[@illx = m.
Pour tout ¢ € ]0,1[, on pose @Q; = (1 — t) Qo + tQ.

a) Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1], ||Q]|x = m.

b) Soit t € ]0,1[ et soit z € M (Q;) . Montrer que z € M (Q) et z € M (Q1),
puis montrer que Qg (2) = Q1 (2) .

c) En déduire que, pour tout t € ]0,1[, card M (Q;) < d.

3. On suppose qu'il existe Q € Uy tel que ||Q||x = m et tel que card M (Q) < d.

a) Montrer qu’il existe un polynoéme L € &; ;1 tel que, pour tout z € M (Q),

L(z)=Q(2).
1
b) Soit @, = Q — —L pour p € N*. Montrer que, pour chaque p € N*, il existe

p
7 € K tel que |Q) (2)] > [|Q| k-

» K étant compact, il existe une suite strictement croissante d’entiers p — n,
telle que la suite p — z, converge vers un élément £ € K.

c) Montrer que |Q (¢)| = ||Q|| k. En déduire que Q (¢) = L (¥).

d) Montrer que Q (z,,) = Q(¢) (1+¢,) et L(z,,) = Q) (1+¢p) (1+¢)),
ol (gp) et (5;3) sont des suites de nombres complexes, définies pour p assez
grand, telles que lim, . e, = 0 et [14+¢,[ < 1, et lim, .1 ve, = 0. En
déduire que, pour p assez grand, !an (znp)‘ < |1Q| k-

e) Conclure.
4. Y a-t-il unicité du polynéme Qg € Uy tel que ||Qol|lx = m ?

5. On suppose dans cette question que K = [—1,1]. On admet qu’il existe un
unique polyndme 7y tel que Ty (cos #) = cos df pour tout réel 8, que ce polyndéme
est de degré d et a pour coefficient dominant 297'. On pose Qg = Qd—l,le et
T; = Cos (%ﬂ) pour 0 < 7 < d.

a) Calculer [|Qq|| k-

b) On suppose que @ € Uy vérifie [|Q|lx < ||Q4l|x. Déterminer le signe de
Qd(zj) — Q (z;) pour 0 < j < n, et en déduire une contradiction.

c) Démontrer que m = 2d—1_1 et que Qg est I'unique polynoéme ) € U, tel que

Q| x = m.
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Premiére partie

1. Une famille de polyndémes

a) P; est un polynome de degré n — 1 : P; est bien défini, car les racines de P étant simples, on a
P’ (z;) # 0. Puis, P; = ﬁxj)@j avec ; = Hk;éj (X —z), donc P; est un polynéme de degré
n— 1.

b) Polynéme Lr : On a d’abord P; (z;) = 0 pour k # j. Puis, en écrivant P = (X —z;) Q; (cf
notations du a)), on a P' = Q; + (X — ;) Q}, en particulier P’ (z;) = Q (z;), donc P (z;) =
%Z)) = 1. On a donc Pj (zx) = 64 pour 1 < j, k < n. Ensuite, si on pose Lr = Y7, F'(z;) P},
ona Lp(z) =37 F () 6% = F () pour tout k € [1,n].

c) Z;;l P; =1 : En effet, le polynome Z?:l P; — 1 s’annule en chacun des points z3, 1 < k < n
et est de degré au plus n — 1, donc il est nul. On peut aussi le montrer en décomposant ﬁ en
éléments simples : il existe des scalaires Ay, ... , A\, tels que :

ZX—ZL"]

et le coefficient \; est égal a (1 ] (si la fraction s’écrit %, avec A racine simple de B non racine
Tj
de A, le coefficient devant w1 vaut (&) (\)), ici A=1,B = P et A = z;).

d) Une base : Si Aq,..., A, sont des complexes tels que 22:1 AjP;=0,0na

O-(ZAP) ZA&M

donc (Py,. .., P,) est libre. Comme c’est un systéme de n vecteurs de &, 1 qui est un espace de
dimension n, c¢’est donc une base de &,_1.

» Remarque : On montre aisément par la méme méthode que :

VP €& 1, P=> Pl(x;)P;
j=1
Les polynomes P; ne sont autres que les polynémes L; utilisées dans l'interpolation de La-

grange.

2. Matrices Vet B:Sil<i,j<n,ona:

ZV kBr; = Z (z;)"! bp—1,; = Z ()" " by 1 = Zb i (@) = Pj(z;) = 6,

k=1 k=1
donc VB = I,,. A fortiori, V est inversible et V! = B.

» Remarques : La seule relation VB = I, montre 'inversibilité des matrices et la relation B =

V~1. D’autre part, on peut aussi interpréter B comme la matrice de passage de (1, X,... , X" 1) a

1



(Py,...,P,) et utiliser le fait que le vecteur d’indice j de la base (1, X,... , X" 1), a savoir X771,

s’écrit sous la forme :

n

X1 = Z (xi)jfl P,

i=1
(on utilise pour cela la décomposition d’un élément de &, dans la base (P, ... , P,)) pour montrer

que les matrices V et B sont inversibles et inverses 'une de 'autre.

3. Quelques relations

a) Une somme : Si 1l < j < n, le coefficient de degré n — 1 de P; vaut ( " puisque le polynome @);
est unitaire (cf. questlon 1), et ce coefficient vaut b,_; j, donc b,,_1 ; = P,(l 5 Puis, comme B est
Iinverse de V, on a aussi la relation BV = [,,, a fortiorisi 0 < j<n—1:

P, Z by, — 1,k Q?k Z Bn Vi J+1 — (BV)nJ'JFI = 6n,j+1 = 5j,n71

b) Calcul d'un polynéme : On a :

n (X —r )n—l n 1 n—1 ' ‘ e
= QI (—1)7 () X1
kz_; P () = P () = (=) ()
n—1 ; ; n (Ilfk)] . n—1 ; o o
- Crr (=1) P’ () X 7= Cro1 (1) 6jn1 X T=(-1)
J=0 k=1 k =0

Deuxiéme partie
1. Propriétés préliminaires

a) Deux normes équivalentes : N est la norme infinie sur R lorsqu’on identifie R4 et &; par
. . d . . .

application (ag, . .. ,aq) — Y ._oaxX" (on compose une norme et un isomorphisme : on obtient

une norme). D’autre part, || ||x est bien définie car z — |P (2)| est continue sur le compact non

vide K, donc bornée (la borne sup est finie). Puis :
i)siQe&,onalQ|lxk=>0et ||Qxk=0=KCZ(Q)=Q=0carcard K >d+ 1.
i) SiA € Cet Q € &, {|INQ(2)], z€ K} = |\ - {|Q(2)|, z € K}, donc par passage au sup,
N(AQ) =N (@Q).
i) Si Q1,Q2 € &a, ona: Vz € K, |(Q1+@2) (2)] < [Q1(2)| +1Q2(2)] < [[@ullx + [|Q2l|x, donc
par passage au sup, [[Q1 + Qz|x < |Q1llx + [|Q2[ k-
L’application || || x est donc une norme (on pouvait aussi se ramener a la norme uniforme du cours
sur l’espace des fonctions bornées sur K).
Enfin, comme &; est de dimension finie, les normes N et || ||x sont équivalentes.
b) Une fonction continue : On a [|Q1llxc — [Qallic| < Q1 —Qallx pour @y, Qs € E; (propriété générale

des normes), donc l'application Q +— ||Q||x est I-lipschitzienne de (&g, || ||x) dans (R,|[|). A
fortiori, elle est continue.

a) Majoration de [|Q|lx/N (Q):Si Q=30 jaxX* € Eset 2 € K, on a:

d d d
1< Yl < Yol < () ¥i0)
k=0 k=0

0



donc par passage au sup : [|Q|x < (22:0 pk> N (Q). A fortiori, on a pour @ # 0 I'inégalité

]HVQ&;) < ZZ:O p*, donc :

IQllx _ <

K k
sup < g .
Qeg, N (Q) P
Q#0

k=0

Majoration de N (Q) /||Q| x : Soit @ € &4 Le polynoéme » 7, Q (x;) P; prend les mémes valeurs
que @ en tous les points z1,... ,z,, donc il est égal & @ (car la différence est de degré au plus
n — 1 et s’annule au moins n fois). On a donc (cf. remarque faite a 1.1.d)) :

Q=> Qz;)P
j=1
Or, P; = Y7 b ;X?, donc en écrivant Q = 7' a; X%, on a :

= Q(z;) b
j=1

A fortiori, comme {z1,... ,z,} C K,onapour 0 <i<n—1:

|ai| < Z\Q(:ﬂj)l
j=1

3

1,J

<D IRl -8 =ns-Qllx
j=1

N
donc par passage au max, N (Q) < nf-||Q|| k. Si Q # 0, ceci s’écrit HQ(ﬁg) < nf, donc :
K
N
sup (@) <nB=p(d+1).
Qegd ||QHK
3. m est un minimum
a) Encadrement : On a clairement m > 0. Puis, | X%||x = sup,cx |27 = (sup,ex 12))* = p, donc
comme X¢ € Uy, par définition m = sz,f{ 1Qllx < p?.
€Uy
b) Réduction du probléeme : Soit m' = anLf{ |Q|| k- Cette quantité est bien définie car il existe au
€Uy

1QIx<p?
moins un polynéme Q € Uy tel que ||Q|lx < p?, & savoir Q = X% De plus, toujours en prenant

Q = X4, on a que m' < p? comme au a). Puis :

—si Q €Uy et |Q|lx < p?, on a||Q|x = m, donc par passage a I'inf, m’ > m,

—si Q € Uy : ¢l veérifie ||Qllx < p?, on a par définition de m’ que ||Q|x = m’, tandis que si
1QIlx > p?, on a ||Q|x > m' puisque p¢ > m’, donc l'inégalité ||Q||x = m’ est valable pour
tout Q € U,;. Par passage a 'inf, on en déduit que m > m/

En faisant la synthése, on obtient m’ = m.

Existence de )y : L’application ¢ qui & Q = Z?:o a; X' € &, associe ag étant linéaire, elle est
continue, donc Uy = ¢~ ' ({1}) est fermé dans &;. Comme B = {Q € &/ ||Q|lx < p?} est une
boule fermée dans (&g, || ||x), c’est un compact, donc K = BN U, est fermé dans le compact B :
c’est un compact. D’autre part, application Q) — ||Q||k est continue sur (&g, || ||x) , a fortiori sur
le compact non vide K (il contient X?), donc elle admet un minimum : il existe Qo € Uy tel que
infoex [|Qllxk = ||Qollx. Comme infgex ||Ql|x = m’ = m, on en déduit 'existence de Qo € Uy tel
que [|Qollx = m



Troisiéme partie

0
'k

1. Existence de z tel que |Q(2)| > |Q(z0)| : Soit 0 tel que ¢ = |c|e?, et z défini par z = 25 +ee~
ote>0.0nalz—z2|=cet Q(z) =1+¢" > 1, afortiori |Q (2)| > |Q (20)| = 1.

2. Cas ou Q(z9) =1

a) Existence de ¢, R : Le polynome A (X) = @ (X) — 1 s’annule en zy et n’est pas le polynome nul,
donc il existe un plus grand entier k > 1 tel que (X — z)" |A (k est la multiplicité de z, dans A).

On a donc :
A(X)=(X —2)"AX)
avec ¢ = A (z9) # 0. En posant R=2A(X) -1, 0ona:
Q(X)=14c(X —2z)"(1+R(X)) et R(z)=0.

b) Existence de z : Soit 8 tel que ¢ = |¢[ e et z = 2 + ce ™. On a ¢(z — 2)" = ¥|¢| > 0, donc

c(z—20)F = |e| |z — 2" et

Q(2) =1+ c|e* (1+ R())

c) Choix de z : On a lim._,o R (zo +ee? ) = R(z9) = 0 par continuité de R en zy, donc on peut

0
k
choisir € € |0, [ tel que ‘R (Z() + 5e_i%)

< 1. On a alors en posant z = z + ee ik :
L+]efef = 1Q (2)] = [1+]ele| —1Q () < |1+l e¥] = |Q (2)]|
1
< ‘1+\c|6k—Q(z)} = ‘|c|5kR(z)‘ < §\c|6k

donc :
k 1 k 1 k
1Q (2)] = (1+|c| ") —§\c|5 :1—|—§|C|€ >0
et |z —z|=e<r.
3. Autour du principe du maximum

a) Geénéralisation de la question 2 : Distinguons 2 cas :

e Si Q(z) = 0 : Comme @ n’est pas constant, ce n’est pas le polynéme nul, donc I’ensemble
des zéros de @ est fini. A fortiori, on a n’a pas By (z,7) C Z(Q), donc il existe z tel que
|2 = 2| <7 et |Q(2)] > |Q (20)] = 0.

e Si Q(z) # 0 : On applique la question ITI.2 a Q = ﬁ@. Sir > 0, il existe z tel que

|z — 20| <7 et )Q(z)) > 1, donc tel que |Q (2)] > |@ (20)] -

b) Principe du maximum : Soit y = supy,<; |Q (2)| et ¢’ = sup,_; |Q (2)| . L'inclusion {z € C / |2| < 1} D
{z € C/ |z| = 1} montre que pu > p’. Supposons u > p' et soit zg tel que |zp] < 1 et |Q (z0)] = p
(lexistence de z résulte de la continuité de |Q| sur le disque unité fermé qui est compact). Le
fait que p/ < p implique que |29 < 1 et que @ n’est pas constant. Soit r = 1 — |z|. Le a) montre
Iexistence de z tel que |z — 29| < 7 et |Q (2)] > |Q (20)|. Comme Dy (zo,7) C Do (0,1), on a
|z] < 1et|Q(2)| > u, ce qui contredit la définition de p, d’ou p = p'.



c) Polynéme aux inverses : Si Q@ = Y. ;X" ona Q (X) =", a; X% € &. Puis, comme z — 2!

est une bijection involutive de U = {z € C / |z] = 1} dans lui-méme, on a :
sup Q(2)] = St Q(z7")] = sup 129Q (z71)| = sup ‘Q ‘
z|=1 z = 1
. Cas particulier : Soit Q = Z?:o @ X' el OnaQ = Z?:o a; X%, en particulier Q (0) = aq = 1,

donc [|Q|lx = 1Q (0)] = 1. Or, [|Ql|x = supj,_; |Q (2)| = supy,_, @(2)) = [|Qlx, donc [|Qlx > 1
Comme on a égalité lorsque Q = X% on en déduit que m = 1 = ||Qo||x avec Qo (X) = X<

Quatriéme partie

. Un lemme : La fonction | | étant une norme euclidienne sur C considéré comme R-espace euclidien,
on a |zo + 21| < |20]+|21| avec égalité ssi les vecteurs (zo, z1) sont colinéaires et de méme sens. Comme
ils sont non nuls, cela revient a dire qu’il existe un réel A > 0 tel que z; = Azp. Une démonstration
directe du cas d’égalité consiste a se ramener a montrer que |1 + A =1+ |A| = A € R, (en posant
A =2, ce qui se voit en remarquant que (1 + IAD? =1+ A =2(]A] —Re)).

. Une condition nécessaire
a) ||Q¢llxk =m : Soit t € [0,1]. On a par inégalité triangulaire :
[Qillx < (T —1)[[Qollx +t@Qillx < (1—1t)m+tm=m.

Comme Q; € Uy (le coefficient de degré d vaut (1 —t)+t = 1), on a d’autre part que ||Q;||x = m,
donc ||Q¢||xk =m

b) Autres propriétés : Si z € M (Q;), on a:

m = [|Qcllx = Q¢ (2)] < (1 =) |Qo (2)[ + Q1 (2)] < (1 = 1) |Qol|x + t[|@:1]|x =m
donc les inégalites intermédiaires sont toutes des égalités, en particulier :

¢ |Qo(2)] = |Qollx et |Q1 (2)] = |Q1][x, donc z € M (Qo) et z € M (Q1),
o [(1—-1)Qo(2)+1tQ1(2)] = (1 —1)|Qo(2)] +t|Q1(2)|, donc par la question IV.1 appliquée a
=(1—-1t)Qo(2) et 21 =tQ1 (z), il existe A > 0 tel que tQ; (z) = A (1 —t) Qo (2) . Si on pose
a = @ >0, on a @ (z2) = aQp(z). Comme |Qy (2)] = |Q1(z)| =m > 0, on en déduit que
a=1,donc Qy(2) = Q1 (2).
c) Majoration du cardinal de M (Q;) : Le b) montre que M (Q,) C Z (A) avec A = Qo — Q1. Comme

Qo et Q1 sont unitaires de degré d, le polynéme A appartient a ;1 et est par hypothése non nul,
donc card M (Q;) < card Z (A) < d — 1.

. Une impossibilité

a) Existence de L : Si on suppose que M (Q) = {x1,... ,x,} avec n < d, on prend les polynomes
P; associés comme dans la partie I et L = Lo = Y . Q(z;)Pj. Onad’L < n—1<det
L (z;) = Q (x;) pour tout j, c’est-a-dire L (2) = Q (z) pour tout z € M (Q).

b) Existence d'une suite (z,) : On a Q € Uy et L € Uy_q, donc Q, € Uy. A fortiori, par définition de
m, [|@Qpllxk = m = ||Q||k, et par compacité de K, il existe z, € K tel que ||Qpllx = |Qp (2p)]-



c)

)

QU)=L():0na ‘an (znp)‘ =1Q (2n,) — nipL (2n,)| = |Q|| k- Or, quand p — +o00, Q (z,,) —

Q (0) (Q est continue) et L (z,,) — L (¢), donc Q (z,,) — iL (2n,) — Q (£), d’ott par continuité
n

P
du module, |@ (¢)| > ||Q|| k- Comme de fagon évidente |Q (£)| < ||Q||x, on en déduit que |Q (¢)| =
1Q|lx, dot £ € M (Q) et Q (£) = L (¢) par le a)

Une inégalité pour p assez grand : On a |Q (/)| = ||Q|lx = m > 0, donc @ (¢) # 0 et Qé?g) — 1

quand p — 4o00. En posant ¢, = Qenp) _ l,onaeg, = 0et Q(z,,) = Q) (1+¢,). De plus,
P Q) p » p

comme }Q (znp)| <1Q(0)] = ||Q|lx, on a |14 ¢,| < 1. Puis, comme Q (2,,) — Q(¢) # 0, on a

L(znp) M . ;o L(znp)
Q (znp) = 0 pour p = pg et e — 50 = 1, donc en posant ¢, = Q(ony)

e, —0et L(zn,) =Q (2n,) (1+¢,) =Q ) (1+¢,) (L +¢}) pour p > po.
On écrit ensuite : Q,, (znp) =Q (znp) — n—lpL (znp) =Q (znp) (1 — ni,, (1 + 8%)) . Il existe p1 > po
tel que pour p > p; on ait ‘6;,} < %, donc pour p > p; :

— 1 pour p = pgy, on a

‘ 1
<|1-—
Tp

+ﬂ<‘1—i
Ny Tp

1 1
+—=1-—x1

1
'1 Lt =15

Tp

Dans ces conditions, on a ‘an (znp)‘ < ‘Q (an)} <@l k-

Conclusion : L’inégalité |an (znp)} < ||Q|lx pour p assez grand contredit le choix de z,, au b),
donc il ne peut exister de polynome @ € Uy tel que [|Q||xk = m et card M (Q) < d.

. Unicité de Qg : Si Qy n’est pas unique, il existe un polynome @ € U, pour lequel card M (Q) < d

(on prend @ = @); comme dans la question IV.2), a fortiori tel que card M (@) < d. Comme un tel

polynome n’existe pas, ceci implique 'unicité de Q.

. Cas d’un segment

a)

b)

c)

Calcul de ||Qqllx : On a
| Tallx = nax Ty (z)] = max |Ty (cos )| = max lcosdf| =1

1

donc [|Qallx = 55

Une contradiction : On a T} (z;) = cos (jm) = (—1)’, donc :

1 ; 1

(1) (Qu(33) = Q) = 5y~ (“1 Q(w) > 5y — 12 (1) = 5y — Qe > 0

de sorte que Qq (z;) — Q (z;) est du signe de (—1)”.
Il s’ensuit que Qg — @ s’annule sur chaque intervalle |z;41,2;[, 0 < j < d — 1, donc admet au
moins d racines. Comme d° (Qy — Q) < d—1, on en déduit ) = @4, ce qui est contradictoire avec

1Qllx < [|Qallx, done [|Qllx = [|Qallx-

. : : 1
Conclusion : L’inégalité ||Q||x = ||Qallx pour tout @ € U, montre que m = ||Qqllx = sy Enfin,

la question 4 montre que Q)  est le seul polynome @ € U, tel que |Q||x = m.



